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L’insieme delle primitive della funzione continua f : [a, b] → R viene
detto integrale indefinito e` indicato con il simbolo di integrale, cui
vengono tolti gli estremi di integrazione:∫
f(x) dx
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L’insieme delle primitive della funzione continua f : [a, b] → R viene
detto integrale indefinito e` indicato con il simbolo di integrale, cui
vengono tolti gli estremi di integrazione:∫
f(x) dx
Si usa scrivere, talvolta con l’indicazione della costante additiva, for-
mule del tipo:∫
cosx dx = sinx+ C ⇐⇒ d
dx
sinx = cosx
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Formule di integrazione indefinita∫
k dx = k x, k ∈ R
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Formule di integrazione indefinita∫
k dx = k x, k ∈ R∫
x dx =
1
2
x2∫
1
x
dx = ln |x| , x 6= 0∫
xα dx =
xα+1
α + 1
, α 6= −1
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Formule di integrazione indefinita∫
exdx = ex∫
axdx
ax
ln a
, a > 0∫
sinx dx = − cosx∫
cosx dx = sinx∫
tanx dx = − ln |cosx|∫
1√
1− x2 dx = arcsinx
6/16 Pi?
22333ML232
Formule di integrazione indefinita∫
1
1 + x2
dx = arctanx∫
sinhx dx = coshx∫
coshx dx = sinhx∫
tanhx dx = ln cosh x
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Formule di integrazione indefinita∫
1√
1 + x2
dx = arcsinh x = ln
(
x+
√
1 + x2
)
∫
1
1− x2 dx = arctanhx =
1
2
ln
(
1 + x
1− x
)
|x| < 1∫
1√
x2 − 1 dx = arccoshx = ln
(
x+
√
x2 − 1
)
x > 1
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Formule di integrazione indefinita∫
sin2 x dx =
1
2
(x− sinx cosx)∫
cos2 x dx =
1
2
(x+ sinx cosx)∫
sinh2 x dx =
1
2
(sinhx coshx− x)∫
cosh2 x dx =
1
2
(x+ sinhx coshx)
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Cambio di variabile
Sia f : [a, b] → R una funzione continua. Sia poi ϕ : I → R una
funzione derivabile con derivata prima continua tale che:
• per ogni t ∈ I, ϕ(t) ∈ [a, b];
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Cambio di variabile
Sia f : [a, b] → R una funzione continua. Sia poi ϕ : I → R una
funzione derivabile con derivata prima continua tale che:
• per ogni t ∈ I, ϕ(t) ∈ [a, b];
• l’equazione ϕ(t) = a ha almeno una soluzione α;
• l’equazione ϕ(t) = b ha almeno una soluzione β.
Si ha allora che: ∫ b
a
f(x) dx =
∫ β
α
f (ϕ(t))ϕ′(t) dt.
10/16 Pi?
22333ML232
Dimostrazione
Fa(x) =
∫ x
a
f(u)du.
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Fa(x) =
∫ x
a
f(u)du.
d
dt
(Fa ◦ ϕ) (t) = (Fa ◦ ϕ)′ (t)
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α
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Dimostrazione
Fa(x) =
∫ x
a
f(u)du.
d
dt
(Fa ◦ ϕ) (t) = (Fa ◦ ϕ)′ (t) = F ′a (ϕ(t))ϕ′(t) = f (ϕ(t))ϕ′(t)
Integrando l’ultima uguaglianza fra α e β troviamo:∫ β
α
(Fa ◦ ϕ)′ (t) dt =
∫ β
α
f (ϕ(t))ϕ′(t) dt.
[
(Fa ◦ ϕ) (t)
]t=β
t=α
=
∫ β
α
f (ϕ(t))ϕ′(t) dt.
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Ricordato che, per costruzione, ϕ(α) = a, ϕ(β) = b si trova:
Fa(b)− Fa(a) =
∫ b
a
f(x) dx =
∫ β
α
f (ϕ(t))ϕ′(t) dt
12/16 Pi?
22333ML232
Esercizio
I =
∫ 1
0
√
1− x2 dx
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Per ogni t ∈ R e` ben definita la funzione composta f (ϕ(t)).
Risolviamo le equazioni ϕ(t) = 0 e ϕ(t) = 1. Esse hanno infinite
soluzioni: per il teorema del cambio di variabile abbiamo la massima
liberta` di scelta; prendiamo, ad esempio, t = 0 e t = pi2 .
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0
√
1− x2 dx
Poniamo f(x) =
√
1− x2, ϕ(t) = sin t.
Per ogni t ∈ R e` ben definita la funzione composta f (ϕ(t)).
Risolviamo le equazioni ϕ(t) = 0 e ϕ(t) = 1. Esse hanno infinite
soluzioni: per il teorema del cambio di variabile abbiamo la massima
liberta` di scelta; prendiamo, ad esempio, t = 0 e t = pi2 .
Essendo ϕ′(t) = cos t la formula del cambiamento di variabile porge:
I =
∫ pi
2
0
√
1− sin2 t cos t dt.
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Se e` vero che la scelta dei nuovi estremi, quando ci sono piu` soluzioni
e` libera, e` anche vero che, una volta fatta, essa vincola il seguito del
calcolo.
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Se e` vero che la scelta dei nuovi estremi, quando ci sono piu` soluzioni
e` libera, e` anche vero che, una volta fatta, essa vincola il seguito del
calcolo.
La nuova variabile t e` sottoposta alle limitazioni 0 ≤ t ≤ pi2 allora√
1− sin2 t = cos t, quindi:
I =
∫ pi
2
0
cos2 t dt =
[t+ sin t cos t
2
]pi
2
0
=
pi
4
,
Per l’arbitrarieta` della scelta degli estremi se, anziche´ scegliere la radi-
ce t = 0 dell’equazione sin t = 0 avessimo preso, ad esempio, la radice
t = pi avremmo dovuto scrivere
√
1− sin2 t = − cos t in quanto in[
pi
2 , pi
]
il coseno ha segno negativo.
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Esercizio
I =
∫ 1
0
1
(1 + x2)2
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Poniamo ϕ(t) = tan t. Se x = 0 scegliamo t = 0 e, se x = 1, prendiamo
t = pi4 . Allora, essendo ϕ
′(t) = 1 + tan2 t:
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I =
∫ 1
0
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(1 + x2)2
dx
Poniamo ϕ(t) = tan t. Se x = 0 scegliamo t = 0 e, se x = 1, prendiamo
t = pi4 . Allora, essendo ϕ
′(t) = 1 + tan2 t:
I =
∫ pi
4
0
1 + tan2 t
(1 + tan2 t)
2 dt =
∫ pi
4
0
1
1 + tan2 t
dt =
=
∫ pi
4
0
cos2 t dt =
[t+ sin t cos t
2
]t=pi4
t=0
=
pi
8
+
1
4
.
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Esercizio Calcoliamo ∫ x
0
dt√
1 + t2
con la sostituzione 1 + t2 =
1
1− y2
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Esercizio Calcoliamo ∫ x
0
dt√
1 + t2
con la sostituzione 1 + t2 =
1
1− y2
Si ha t =
y√
1− y2 quindi dt =
dy
(1− y2)3/2
Pertanto
∫ x
0
dt√
1 + t2
=
∫ x√
1+x2
0
dy
1− y2
Ma essendo
1
1− y2 =
1
2
(
1
1 + y
+
1
1− y
)
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si ha
∫
dy
1− y2 =
1
2
ln
(
1 + y
1− y
)
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0
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√
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)
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